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11 VARIABILITA SPAZIO TEMPORALE DELLE GRANDEZZE FISICH E

1.1.1 Variabilita spazio temporale delle grandezze fisiche
Nello studio dei fenomeni fisici si considerano gra ndezze misurabili il cui
valore puo variare sia nello spazio che nel tempo; considerando ad esempio
la temperatura per indicare la variabilita nello sp azio e nel tempo si fa
normalmente uso della notazione:

T=T(P,1)
o di notazioni simili, per nelle quali P rappresenta una posizione
spaziale e t rappresenta un istante.
Si e soliti fare uso dell’espressione COSTANTE per indicare che la
grandezza non varia nel tempo e dell’espressione UN IFORME per indicare che
la grandezza ha lo stesso valore in tutti i punti d ello spazio in esame.
Considerando ancora la grandezza temperatura, le ca ratteristiche di
Costanza e di Uniformita si possono matematicament e rappresentare nel

seguente modo:
COSTANZA: 2T(P,t) =0 UNIFORMITA" iT(P,t) =0
ot oP

Le modalita con le quali le grandezze variano nel t empo e nello spazio
dipendono dalla consistenza delle SORGENTI dei camp i stessi.

1.1.2 Grandezze scalari e vettoriali

Le grandezze che si prendono in considerazione nell o0 studio di vari
fenomeni fisici possono essere di tipo scalare oppu re vettoriale. Mentre
per le grandezze di tipo scalare si considera solo FINTENSITA', per le
grandezze vettoriali bisogna considerare anche una direzione ed un verso.
Per rappresentare delle grandezze scalari si usano in genere delle lettere
semplici, mentre per rappresentare le grandezze vet toriali si usano delle

lettere con un sovrassegno:

- grandezza scalare variabile nel tempo e nello spazi o:
S =S(P,)
- grandezza vettoriale variabile nel tempo e nello sp azio:
V=V(P,t)
Tra grandezze vettoriali si considerano le operazio ni di somma e

sottrazione da eseguire con la regola del parallelogramma.
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Si considerano inoltre due tipi di prodotto:

- prodotto scalare ;- prodotto vettoriale
prodot scalore
}»‘,
[
Ao B =AxBxcos QL
UF =0F*cos QL
Il prodotto scalare ha come risultato una quantita scalare pari al prodotto
dei moduli dei due vettori moltiplicato per il cose no dell'angolo, minore
di 77, compreso ; pud essere visto anche come il prodott 0 del modulo di uno
dei due per la proiezione dell'altro sulla direzion e del primo.

prodotto veztore g
e - ///,/
o %
A / \\ y
T
AN
“3“ C=fx3=2%3%s=n QL
V FE=1P=sen QL

Il prodotto vettoriale ha come risultato una quant ita vettoriale la cui
direzione & quella della perpendicolare al piano in dividuato dai due
vettori e la cui intensita € fornita dal prodotto d ei loro moduli per il
seno dell'angolo, minore di JT , compreso; il verso del vettore risultante
e quello che si ottiene con la regola della mano de stra portando il primo
vettore a sovrapporsi al secondo ruotando del piu p iccolo dei due angoli.
I modulo del prodotto vettore puo essere visto com e larea del
parallelogramma costruito con i due vettori.
1.1.3  Sistemi di riferimento
Per individuare la posizione di un punto nello spaz io si & soliti fare uso
di sistemi di riferimento trirettangoli cartesiani Oxyz con orientamento
DESTROGIRO. La dipendenza di una grandezza dalla p osizione solitamente puo

essere indicata con diverse notazioni equivalenti:

S=85(P,t)=8(x,y,z,t) =S(7,¢)
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Quando una grandezza in esame ¢ di tipo vettoriale, della stessa si possono
considerare le proiezioni della stessa lungo le tre direzioni coordinate
Ox,0y,0z . Lungo tali direzioni si considerano i VERSORI a.. a,, a, che
vengono definiti come vettori di intensita unitaria paralleli alle
direzioni stesse e con versi uscenti dall'origine s econdo la regola della
mano destra (orientamento destrogiro). Cio fatto, u na grandezza vettoriale
dinventa rappresentabile come somma vettoriale dell e componenti della

stessa lungo le direzioni coordinate:

V=V(Pit)y=aV.(Pt)+aV,(Pt)+aV.(P,t)

E' evidente la considerazione che l'intensita di ci ascuna componente € una
grandezza scalare.

Nel prosieguo di questo corso spesso si fara uso, p arallelamente ai sistemi
di riferimento trirettangoli cartesiasi, di sistemi di riferimento diversi,
tipo trirettangoli SFERICO e CILINDRICO; l'utilit a e le caratteristiche
di tali sistemi di riferimento saranno evidenziati di volta in volta. Qui

si richiama l'attenzione sul fatto che per trattare alcuni problemi pud
risultare utile anche fare uso di sistemi di riferi menti di tipo diverso

(non trirettangoli e non cartesiani).

In appendice al presente modulo vengono illustrate le corrispondenze tra i
sistemi di riferimento cartesiano e sferico.

1.2 CENNI UTILI SUL REGIME SINUSOIDALE

1.2.1 Richiamo delle definizioni di regime sinusoid ale

Il regime di variazione di tipo sinusoidale si cons idera ormai da lungo

tempo come il piu utile nel rappresentare grandezze periodiche, sia nel

tempo che nello spazio.

E' appena il caso di richiamare le definizioni del SENO e del COSENO di un
angolo piano ( Qa ), come proiezione sui due assi complementari del V ETTORE
UNITARIO che coincidono con le lunghezze dei cateti di un triangolo

rettangolo, rispettivamente opposto ed adiacente al I'angolo stesso. E'

evidente la tendenza della lunghezza del cateto adi acente all'angolo a

coincidere con la lunghezza dell'ipotenusa:

lim cos(a) =1

a-0

nonché la tendenza a zero della lunghezza del catet 0 opposto all'angolo:
lim sen(a) =0

a-0

Similmente & appena il caso di rammentare le propri eta di COMPLEMENTARITA'
delle funzioni SENO E COSENO:

cos(a) =sen(a +711/2)
sen(a) =—cos(a +71/2)=cos(a—1/2)
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per indicare chela funzione SENO non ¢ altro che la funzione COSENO
spostata INDIETRO con lo stesso segno(ANTICIPO DI F ASE) oppure AVANTI con
segno opposto (POSTICIPO DI FASE).

1.2.2 Rappresentazione fasoriale di grandezze sinus oidali

Una grandezza variabile nel tempo in maniera sinuso idale e suscettibile

della seguente rappresentazione matematica:

a) caso di grandezza scalare variabile solo nel tem po:
F(t) = Fycos(ax + @,)

b) caso di grandezza scalare variabile nel tempo e nello spazio:

F(P,t) = F(P)cos(ax +@(P))

¢) caso di una grandezza vettoriale variabile solo nel tempo:
A(t)y=a, 4, cos(ax +@,)+a, A, cos(ax+@ ) +a A cos(ax+@,)

d) caso di grandezza vettoriale variabile nel tempo e nello spazio:
A(P,1) = a,A,(P)cos(ax +@,(P)) +a,A,(P)cos(ax + @, (P)) +a 4. (P)cos(ax +§.(P))

Partendo dal caso a), nel piano complesso (piano R 2 rappresentativo dei
numeri complessi) si considera un segmento orientat o di lunghezza pari ad F
con inizio nell’origine del sistema di riferimento e che ruota in verso
antiorario con velocita angolare pari ad w; tale grandezza a volte, per
comodita, viene denominato Vettore Rotante. All'ist ante ¢ =0 langolo tra
il segmento orientato ed il verso positivo dell'ass e delle ascisse sia pari

a ¢.

a) caso di grandezza scalare variabile solo nel tem po:

In qualsiasi istante t I'estremo mobile del segme nto occupera nel piano
una posizione rappresentabile con la seguente nota zione complessa:

Fe!™@® = F cos(ax + @) + jFsen(awt + @)= Fe'?e'™

In tale espressione si mostra la ovvia possibilita di mettere in evidenza
il fattore temporale e’ . Il fattore restante Fe’ si definisce FASORE; si
usa la notazione:

F=Fe”
ed esso € usato per rappresentare la grandezza sinu soidale di partenza.
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Im

@l wt+@,
ﬁe!"‘ ‘
- @
F=Feie
=l
Fcos (wtt+@,) %
Re
F = grandezza fasoriale (scalared
Partendo dunque da una grandezza rappresentata faso rialmente, per
individuare l'andamento della effettiva grandezza tempo variante si
procede cosi:
1° si moltiplica il fasore per il fattore esponenzi ale e’“ ottenendo:

Fej¢ el = Fej(al+¢) - Re {Fej(wtﬂﬁ)} +jlm {Fej(wf+¢)}

2° tale vettore rotante, proiettato sull’asse reale (asse delle ascisse)
rappresenta la effettiva grandezza variabile nel te mpo con regime
sinusoidale:

Re {Fe/“*"\ = Fcos(awt+@)= f(1)
Il passaggio agli altri casi illustrati € abbastanz a immediato.
b) caso di grandezza scalare variabile nel tempo e nello spazio:

f(P,1) = F(P)cos(ax + $(P))

Sempre nel piano complesso si considera il vettore rotante:
F(P)ej(““mp” dal quale, posto in evidenza il fattore temporale e’ | si
deduce la grandezza fasoriale rappresentativa:

F(P)=F(P)e”"

Per il ritorno nel dominio effettivo dello spazio e del tempo si procede
come illustrato prima:

1° ottenimento del vettore rotante tramite moltipli cazione del fasore per
il fattore temporale e’
F(P)ejm :F(P)ej¢(P)ejat :F(P)ej(at+¢(P)) = Re {F(P)ej(at+¢(P))}+j Im {F(P)ej(al+¢(f’))}
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2° Estrazione della parte reale:

Re {F(P)e/“"* ™ = F(P)cos(arx+@(P))= f(P,t)

¢) caso di una grandezza vettoriale variabile solo nel tempo:
At)=a. A cos(ax+@,)+a A cos(ax+¢,)+a A cos(ar+4¢.)

Seguendo i passi gia illustrati, per ogni component e della grandezza
vettoriale si pud considerare il corrispondente vet tore rotante; ne risulta
la scrivibilita della notazione:

(ngxej¢X + gy Ayeﬂﬁy + gz Azej¢z ) ejwt )

Tale espressione, privata del fattore temporale, fo rnisce il fasore
rappresentativo della grandezza vettoriale; ovviame nte anche la grandezza
fasoriale & un vettore:

—

(= i#s ey 9.
A= (ngxe + gyAye + QZAZe )

d) caso di grandezza vettoriale variabile nel tempo e nello spazio:
A(P,1) = a,A,(P)cos(ax +@,(P)) +a,A,(P)cos(ax +@,(P)) +a.4.(P)cos(ax +§.(P))

Sz5z

L’estensione di quanto su esposto & immediato:
la grandezza fasoriale rappresentativa é:

A(P) = (a, A, (P " +a,4,(P)e* " +a_4.(P)e* D)

Il passaggio inverso , cioe il passaggio da un fasore rappresentativo di una
grandezza vettoriale all’effettivo vettore nel domi nio dello spazio—tempo,
comporta:
1° individuazione delle componenti del fasore nel s istema di riferimento;
2° ottenimento dei vettori rotanti relativi a ciasc una componente;
3° proiezione dei tre vettori rotanti sull'asse re ale;
4° composizione delle tre componenti cartesiane var iabili nello spazio e
nel tempo:
A(P,t) = a,A,(P)cos(@, (P) +ar) +a,A,(P)cos(@, (P)+ar) +a A (P)cos(.(P) + wr)
1.2.3 Utilizzo del grandezze in regime sinusoidale
Un grande utilita delle grandezze variabili in regi me sinusoidale € legato
alla ricostruibilita di qualsiasi regime COME COMBI NAZIONE LINEARE di
regimi sinusoidali.
Per accennare brevemente a questo aspetto, & bene | imitarsi inizialmente a
considerare grandezze scalari funzioni della sola variabile temporale:
/=10

Distinguendo tra REGIMI PERIODICI e REGIMI GENERICI
1.2.3.1 Ricostruibilita di un regime periodico

SVILUPPO IN SERIE DI FOURIER
Un qualsiasi regime periodico nel dominio del tempo trova la sua

rappresentazione generale nella espressione matemat ica:

f@)=f@+mT)
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[t (istante) nonché Llm (numero intero, positivo, negativo, nullo).
E' sufficientemente evidente che la quantita " T" rappresenta l'intervallo
temporale trascorso il quale le grandezze si ripres entano con le intensita
gia viste. Tale intervallo di tempo (intervallo tem porale misurabile in
secondi) si definisce PERIODO Sono di normale utilizzo le definizioni:

1 L . -1
FREQUENZA DEL SEGNALE PERIODICO: f, = T la cui unita di misura é: sec .

PULSAZIONE DEL SEGNALE PERIODICO:
@, = 27T, la cui unita di misura é: radianti/secondo .

La funzione  periodica  f(¢), qualunque essa sia, € ricostruibile attraverso
una sviluppo in serie di funzioni sinusoidali:

W)= S +mT) =Y (4, cos(nayt) + B,sen(nas)}

n=0
che & noto come SVILUPPO IN SERIE DI FOURIER
I coefficienti A, e B, sono ottenibili dalla funzione periodica di

partenza  f(¢) attraverso le operazioni qui di seguito indicate:

T T
A, :% .([ f(t)cos(nayt)dt e: B, :% .([ f(t)sen(nwyt)dt

Si possono dunque rappresentare su un diagramma car tesiano gli andamenti

delle grandezze A,, B,in funzione della variabile "@". Le figure che si

ottengono sono figure nelle quali quando é: w=nw, Un, viene

rappresentato un punto ad altezza pari ad A, ed un punto di altezza pari a

B, ; in corrispondenza di punti diversi si hanno valor i di altezza nulla.

Tale rappresentazione, consistente nella coppia di insiemi di valori

(4,, B,), viene denominato SPETTRO (IN FREQUENZA) DEL SEG NALE PERIODICO.

La conclusione & dunque che un qualsiasi segnale pe riodico € ricostruibile

attraverso una serie di funzioni sinusoidali a frequenze multiple della

frequenza del segnale periodico. Le intensita (am piezze) di tali funzioni

sinusoidali vengono fornite dallo spettro su indic ato che assume valori

diversi da zero solo in corrispondenza di alcuni punti ( W = na) ) sull'asse

delle frequenze. Tale tipo di spettro si definisce SPETTRO DISCRETO. Nello

spettro

1.2.3.2 Ricostruibilita di un regime tempo variant e NON PERIODICO
TRASFORMATA DI FOURIER

Si puo estendere la trattazione su esposta al caso in cui la durata del

periodo di ripetizione tenda all'infinito ( I' >0 < @) - 0). E evidente

che a fronte di un periodo di ripetizione che si al lunga all'infinito, la

funzione  f(¢) non & piu periodica ma & una funzione in regime t emporale di

tipo generico.
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[os]
In tale estensione l'operazione, di SOMMA ( Z ) si trasforma in una
n=0
operazione di integrazione e lo SPETTRO del segnale non & piu una funzione
a valori discreti diventando una funzione continua:

f)= lojo {A(w) cos(ax) + B(w)sen(ax)ydw
2,
le espressioni dello SPETTRO CONTINUO diventano:
Alw) = ]o F(t)cos(anr)dt e:  B(w)= T F(t)sen(ax)dt
0 0

Alla coppia di funzioni A(w), B(w) viene attribuita la denominazione di
TRASFORMATA DI FOURIER del segnale  f(¢)

Si conclude dunque che un segnale tempo variante se condo un  generico
andamento nel tempo f(t), e ricostruibile attraverso lintegrazione di

funzioni sinusoidali di frequenze generiche (integrazione nel dominio delle
frequenze) una volta note le funzioni A(w), B(w), che forniscono le
ampiezze  (infinitesime) delle varie componenti ( A(w)dw, B(w)dw) alle
infinite frequenze. Le funzioni A(w), B(w) rappresentano dunque delle
intensita (ampiezze) specifiche e costituiscono o SPETTRO CONTINUO del
segnale ad andamento generico che sostituisce lo sp ettro discreto dei

segnali periodici.

13 FENOMENI PROPAGATIVI - ONDE

1.3.1 Concetti generali riguardanti i fenomeni prop agativi

Il concetto di fenomeni propagativi € di comprensio ne immediata allorquando
si considera una grandezza variabile sia nello spa zio che nel tempo
f(P,t)per la quale tali dipendenze sono interconnesse tra loro. Per
illustrare nel modo piu semplice tutto cio, si pud fare riferimento ad una
grandezza scalare per la quale la variazione nello spazio avviene solo per
spostamenti lungo una direzione: si puo far coincid ere tale direzione con

uno degli assi coordinati, ad esempio l'asse "z".
La grandezza che si considera € dunque del tipo:

f=5@z0
e l'interconnessione delle dipendenze dallo spazio e dal tempo € evidente
per una funzione cosi strutturata:

f = f(z,t) = Ay cos(ax * kz)

nella quale appaiono come costanti i seguenti param etri:
- A,= AMPIEZZA

- W=PULSAZIONE (unita di misura: radianti/secondo)
k = COSTANTE DI PROPAGAZIONE (unita di misura: metri 1)

E' facile constatare che se un fenomeno fisico € ra ppresentabile tramite
tale funzione esso € di tipo propagativo nel senso che il valore assunto

dalla grandezza in una posizione z, allistante t, lo si ritrova in un
istante successivo t,in una posizione diversa Zy:
S (23,8,) = Ay cos(ax, £ kz,) = f(z,4) = 4, cos(a, £ kz;)
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Affinche cio sia é sufficiente che la coppia di pos izioni (z;,2,) sialegata
alla coppia degli istanti di osservazione (t,,t,) dalla relazione:
b, *kz, = o, £kz, +(2m)*m
nella quale m rappresenta un qualsiasi numero intero: m=0,x1,+2,........
L'espressione appena scritta consente di illustrare alcune definizioni
essenziali per i fenomeni propagativi, che vengono comunemente chiamati
ONDE. Il primo di tali concetti € quello di VELOCIT A’ che emerge
immediatamente se nella espressione su scritta si s ceglie m=0 e si
spostano i vari addendi:
th(z, —z)=at, — 1)

riarrangiando si pud leggere il rapporto incrementa le come VELOCITA'’:

z,—z, _ DNz _w
CcC=—=—=F—

1, 1t At k
Una velocita negativa sta ad indicare che al trasc orre del tempo il
segnale si sposta nel verso delle “z” decrescenti; in tal caso si parla li
ONDA INVERSA, mentre per il caso di velocita positi va si parla di ONDA
DIRETTA.
L'altra importante definizione viene fuori quando s i indaga circa la
possibilita che in uno stesso istante vi siano dive rse posizioni nelle
quali la funzione assuma valori identici; la rispos ta la si ottiene dalla
relazione su scritta ponendo 1, =1:

% % 2”*
W thkzy =t hkzy +(2mM)*m = thzy, =xkz, +2m)*m = (z, —z)) =*—*m =+tmA
k
Nel caso dunque di regimi sinusoidali si definisce la LUNGHEZZA D'ONDA:
2
A=
k

come distanza minima tra due posizione nelle quali la grandezza propagativa
(ONDA)presenta contemporanamente (NELLO STESSO ISTA NTE) il medesimo valore.
E' banale considerare che mentre per un fenomeno pr opagativo in regime
generico € definibile il parametro "velocita", la | unghezza d'onda €
definibile solo per regimi periodici.
APPENDICE 1A
Sistemi di riferimento geometrici
L'andamento nello spazio dei campi elettromagnetici viene seguito adottando
un sistema di riferimento di tipo trirettangolo sfe rico O- r,d,¢ associato

ad un sistema di riferimento trirettangolo cartesia no O-x,y,z.
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traccia @

La convenzione standard adottata & quella di legge re la coordinata
Zenitale & rispetto allasse z e la coordinata azimutale @ rispetto
all'asse x, cosi che risulta:

z=rcosd; X =rsendcos@; y = rsendseng .

z

—_—); ¢=arccos(;)
\I)Cz+yz+z2 x2+y2

r=yx*+y>+z°; 9 =arccos(

tracciag

&

&
o

Passaggio dai versori in coordinate cartesiane ai v ersori in coordinate
sferiche

a, =a,cos@+asend

a, =a.cos@+a,senf =a_ cosd +a sendcosP +a sendseng

a, =-—a.senf +a, cos@ =-a_send +a, cosdcosp +a, cosIsenp

a, =-a.send +a, cosd

Di tali formule di trasformazione si pud considerar e la rappresentazione
matriciale:

10
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a, sendcos@ sendsen¢p cosd || a,
ag |=| cosdcos@ cosdsend —send | a,
a, —seng cos @ 0 a,
Passaggio dai versori in coordinate sferiche ai ver sori in coordinate
cartesiane
a, =a,send +a,cosd =a _cosg +a send
a, =-azseng +a, cosp =-a,send +a, cos@cosd +a, cos Psend

a, =a,cos@ +a,senp =a,cosP +agsenp cos? + a senpsend

a, =a, cosd —agysend

Rappresentazione matriciale:

a, sendcos@ cosdcosP -—send || a,

a, |=| sendsen¢p cosdseng cos@ || a,

a, cos —send? 0 ay
Similmente per una grandezza vettoriale f si possono considerare le
decomposizioni in coordinate cartesiane ed in coord inate sferiche:

c. cartesiane:

f=af,+a,f, +af.

La forma matriciale:

a, sendcos@ cosdcosP -—send || a,
f =[fx,fy,fz} a, |= [fx,fy,fz] sendsen cosdsend cos@ || ay

a, cos? —send 0 ay
fornisce immediatamente il passaggio in coordinate sferiche:
J, = fsendcos@ + f sendseng + f, cosd
[y = frcosdcos + f, cosIsend - [ send
f¢ =—f.seng + f, cos @
Similmente dalla rappresentazione matriciale dell'e spressione in coordinate
sferiche:

f=a.f Yasfstasf,

si passa agevolmente alla trasformazione inversa:

a, sendcos@ sendsenp cosd || a,
fz[fr,fﬂ,fqp] ag I[fr,fﬂ,fq,] cosdcos@p cosdsenp —send | a,

ay —seng cos @ 0 a,

Sy = fusendcos@ + fycosFcos @ — fyseng

11
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S = fosendseng + f5 cosIseng + f, cos @
f. = f, cosd— fysend

12



